Arbejdssatningen og mekanisk energi

Figur 1: Isaac Newton i 1689. Manden bag den klassiske mekanik. Kilde: Wikimedia.
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Denne note gennemgar pd en generel made, hvordan vi kommer frem til formler for kinetisk- og
potentiel energi.

Eleven skal pa forhand kende til Newtons 2. lov, vektorer, differentialform og integralregning.
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1. Arbejde

I fysik er arbejde defineret som
dA=F-d$=F-ds-cos(a) (1)

Ovenfor er de to vektorer hhv. kraften pd et legeme og legemets tilbagelagte afstand. a er vinklen
mellem de to vektorer. Bemark, at vi ser pd infinitesimale storrelser. Enheden for arbejde er [4] =N
m=kgm*/s*=1J.

1.1. Eksempel — Kugle i tyngdefeltet

En kugle med massen 1,00 kg pavirkes af tyngdekraften over en retlinet streekning fra (2; 3) m til
(11; 15) m. Arbejdet fra tyngdekraften er dermed

2

dA= 0 ljgim 11-2 m:0—118k2g7m:—118 J
—-9,82/s 15-3 S

1.2. Eksempel — Kraftpavirkning pa legeme

Et legeme pavirkens af en kraft 7 = 150 N over en streekning pad 10 m, hvor vinklen mellem den
tilbagelagte strekning er 17° og derefter er F* = 27 N over en streekning pad 15 m, hvor vinklen
mellem kraft og strekning er 32°.

Det udforte arbejde er

A=F As,-cos(a,)+F,As,cos(a,)=
A=150 N-10 m-cos(17)+27 N-15 m-cos(32)=1778 J~1,8 kJ.

2. Arbejdssatningen

Det arbejde, som et legeme tilfores, gar til at @ndre dets kinetiske energi. Dvs. vi kan skrive

dE,, =dA=F-d3 (2)
3. Kinetisk energi
Newtons 2. lov er som bekendt

Bo=P=mi G)

Det andet lig med-tegn geelder, safremt massen af legemet er konstant og impulsen er defineret som
p=m-v. Hvis man bortsubstituerer kraften i (2) ved hjzlp af (3) fas
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dEkin:I_::'res'dE:m'a'dE:m.fj_r'dg(:)

dEkm:m'ch;—::m-dV-Vc

B, =m—-d (V")

AEkm:f %-mde, fordi v’=v*

1 1
AE=5~m~vi—§~m~vi 4)
Vi definerer, at et legeme i hvile ikke har nogen kinetisk energi, og derfor far vi
Ey,(v)=2-m-v (5)

Formlen ovenfor kaldes formlen for kinetisk energi i den klassiske mekanik.

3.1. Eksempel — Bolds kinetiske energi

I eksempel 1.1 sd vi, at tyngdekraften udferte et arbejde pa -118 J til bolden. Dermed bliver
tilvaeksten 1 boldens kinetiske energi

AE,, =A —118 7J.

tyngdekraft =

Dvs. at bolden ma have haft mere end 118 J 1 kinetisk energi for, at den overhovedet kunne na op til
det angivne punkt, dvs. den har haft en starthastighed. Overvej dette.

I eksempel 1.2 sa vi, at arbejdet fra kraften, der pavirkede legemet, var positivt. Derfor kunne
legemet godt veere 1 hvile, da den har fiet en tilvaekst 1 energi. Overvej dette.

4. Konservative kraefter

Definition 1: En kraft er konservativ, hvis det arbejde
den udferer pa en genstand, der flyttes fra en position, P, | p
til en anden position, O, kun afhenger af P og O, men
ikke af vejen mellem P og Q.

-
™

Det vil sige, at ruten fra P til Q er ligegyldig. Forestil dig for
eksempel at du cykler ned fra et hegjt bjerg. Vi ser bort fra
rullemodstand, friktion og luftmodstand. Der er to ruter ned
at bjerget. Den ene gér forst ligeud og derefter er der frit
fald, mens den anden har flere forskellige fald pd vejen ned.
Betragt figur 2. Her er ruterne markeret som en serie

Q

vandrette- og lodrette bevagelser. Vi kan bruge arbejds- Figur 2. To ruter fra P til O

definitionen (1) til at redegere for, at arbejdet udfert af tyngdekraften er ens 1 de to tilfaelde. Hvis vi
folger den rode rute, s er stedvektor vinkelret pd tyngdekraften pa det vandrette stykke, mens
stedvektor er parallel med tyngdekraften pa det lodrette stykke. Tyngdekraftens arbejde er altsa kun
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forskelligt fra 0 pa det lodrette stykke.

Hvis man folger den sorte rute gelder samme princip. P4 de vandrette stykker er der intet
arbejdsbidrag, mens bidraget pa de lodrette stykker er m-g-A s;cos(oy). o; er ved de lodrette
stykker hhv. 0 og 180°. Som vi kan se, opfylder tyngdekraften kravet om at vaere konservativ.

Der findes andre krefter, der opferer sig pa samme s
made som tyngdekraften — eller mere generelt D rx y)
gravitationskraften. F. eks. opforer den elektriske kraft | £/ |

sig pa samme made, mens den magnetiske kraft

afhanger af legemets hastighed, og denne kraft bliver
dermed ikke konservativ. Tilsvarende er luftmodstand

og gnidning heller ikke konservative kreefter. 0 (%, ¥o)
5. Potentiel energi 5

Figur 3. Et legeme flyttes fra punktet P til
Ud fra definition 1 kan vi definere potentiel energi: O langs en vilkdrlig rute.

Definition 2: Man veelger et fast nulpunkt, O, for den potentielle energi. Den potentielle energi
i et punkt P defineres som det arbejde den konservative kraft udferer pa legemet, nar det
flyttes fra P til O. Pa formelsprog kan vi skrive

E_(P)=A (P-0).

pot ( — 4 “konservativ

Betragt figur 3. Et legeme flyttes af en kraft fra P til O, og vejen er markeret med den rede kurve.
Kraften @ndrer sig maske undervejs, og for at finde det samlede arbejde, kraften udferer fra start til
slut, skal vi integrere (1). Dermed far vi

E,.(P)=] F-d5s (6)

o~ 0

6. Mekanisk energi

Legemet, som er illustreret i figur 3, kan vere pdvirket af bade konservative- og ikke-konservative
kreefter. Det kunne f. eks. vare et legeme, der pavirkes af tyngdekraft og luftmodstand pa en dag,
hvor det bleser fra alle mulige retninger.

Betragt det tilfelde, hvor legemet bevages fra punkt P til punkt O, dvs. legemet flyttes ikke til
nulpunktet. S4 kan vi finde tilvaeksten 1 kinetisk energi ud fra arbejdssatningen (2)

AE, =] F-d3=[(F+F |ds (7)

o —
o —

Ovenfor betyder indeks i "indre", og det repreesenterer den konservative kraft, og indeks y betyder
"ydre", hvilket repraesenterer den ikke-konservative kraft. (Husk at kraftvektorer er additive.) Hvis
vi arbejder videre med (7) far vi
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Q Q Q
AE, =] F-ds+[F d3=[ F -d3+A o
P 14 13
0 Q
AE,=[ F-d3+[ F ds+A,
P 0

Ovenfor har vi udnyttet, at arbejdet fra en konservativ kraft er uathangig af den valgte vej, dvs. det
er ligegyldigt om legemet bevager sig fra P til Q via det valgte nulpunkt eller ej. I det andet integral
kan vi vende grensevaerdierne om ved at gange minus 1 pa integralet. Dermed fér vi

A‘E"kin-'-AE'potEA‘Emek:f\y (8)
Ovenstaende formel kaldes Mekanikkens energiscetning.

7. Forskellige typer potentiel energi

Udtrykket (5) for den kinetiske energi af et legeme galder for alle legemer undtaget fotoner og
legemer, der bevager sig enten med narlyshastighed eller i neerheden af "tunge" legemer som f.eks.
stjerner. I disse tilfaelde viser det sig nemlig, at vi skal have fat i hhv. kvantemekanik og relativistisk
mekanik for at kunne forklare fysikken.

Udtrykkene for potentiel energi er forskellige for de forskellige typer konservative krefter, og dem
vil vi finde udtryk for herunder.

7.1. Potentiel energi i gravitationsfeltet

To legemer med masserne m og M og i1 den indbyrdes afstand » er pdvirket af gravitationskraften.
Den potentielle energi af dette system kan beregnes, da vi i forvejen kender gravitationskraften

2
=M 5 G=6674-107" N ©)

r kg

F

Kraften er radial, dvs. den altid er (anti)parallel med positionsvektoren mellem de to legemer.

Vi veelger forst nulpunktet for den potentielle energi, og den normale konvention er, at energien skal
gd mod 0, nér afstanden mellem de to legemer, 7 gér mod uendelig.

Ved brug af (6) fér vi
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(10)

7.2. Potentiel energi i tyngdefeltet

Tyngdekraften er jo et specialtilfelde af gravitationskraften, da vi tet ved Jordens overflade kan
fastholde r til at veere Jordens radius R. Hvis vi velger et punkt, 4, tet pa jordoverfladen som
nulpunkt, og vi vaelger positiv retning bort fra Jordens centrum, far vi

-GmM . -
—.e . .

F,= 2

Dermed bliver den potentielle energi

E,,(h)=m-g-h—m-g-h, (11)

7.3. Potentiel energi mellem to punktladninger q og Q

To punktladninger med ladningerne ¢ og Q, er 1 en indbyrdes afstand . Den elektriske kraft mellem
de to ladninger er givet ved Coulombs lov

k.-q- 2
erz Q% k.=899-10° lgzm (12)

F

Vi velger nulpunktet for den potentielle energi, og traditionelt set valger man, at energien skal ga
mod 0, nar afstanden mellem de to legemer, » gar mod uendelig. Dermed bliver den potentielle
energi
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Epot(r):f r2 '_ér'dFQ
21 1|
E,.(r)=keq QIF dr=k-q-Q Tl &
keq-Q
Ep(r)==— (13)

7.3.1. Qvelse: Potentiel energi i et fjedersystem

I noten Fjedersystems potentielle energi i tyngdefeltet er formlen for potentiel energi udledt for et
lod haengende i en fjeder. Kraften pa et lod fra en fjeder er modsat rettet positionsvektoren, hvis den
vaelges 1 ligevaegtspunktet. Dvs. F=—kyé ,» hvor y er udsvinget fra ligevagtsstillingen og & er
den sdkaldte fjederkonstant, der er et udtryk for hvor stram, fjederen er. Laseren kan nu anvende (6)
til at beregne den potentielle energi. Det kan vare en fordel at betragte et vandret fjedersystem, hvor
loddet ligger pd en uendelig glat overflade.

Vis at

2

Euly)=="ky (14)

1
2

Det viser sig, at hvis man vender systemet lodret, sd vil tyngdekraften flytte pa ligeveagtspositionen,
men det feerdige udtryk bliver det samme.

7.4. Et vandkraftvaerk

Engang imellem virker en problemstilling indlysende enkel, indtil man begynder at tenke over
detaljerne, hvorefter forvirring kan opstd. Et sddan eksempel kan vare energiforholdene i et
vandkraftverk.

I forste omgang vil laeseren sikkert konkludere, at ndr man opstemmer vand bag en demning, eller
hvis man udnytter et naturligt fald, s& er det omdannelse af potentiel energi til for eksempel
elektrisk energi, der er tale om. Men hvis man s ser pd, hvordan et kraftvaerk i virkeligheden er
bygget, og hvor vandet til kraftverkets turbiner kommer fra, kan forvirring méske opsta.

Betragt figur 4. Vandet fra en flod er opstemmet ved hjelp af en demning, og vandet driver en el-
generator. Man ser, at vandet ikke lgber ind 1 turbinen fra toppen af demningen, men i en vis dybde,
h, malt fra overfladen. Dvs. man kan sperge sig selv om, der faktisk ér tale om omdannelse af
mekanisk potentiel energi til elektrisk energi. Det korte svar er, ja - det er potentiel energi, der
omdannes, og det kan man se af folgende argumentation, der kraver kendskab til trykdefinitionen
og trykket fra en vaeskesgjle samt arbejdssetningen (2).

Trykdefinitionen er

(15)

|
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Figur 4: Skitse af et vandkraftveerk. Bogstaverne betyder: A: Reservoir, B: Kraftveerksbygning, C:
Turbine, D: Generator, E: Indtagsomrade, F: Turbineror, G: Transformerstaton, H: Flod. Kilde:
https://da. wikipedia.org/wiki/Vandkraftv2eC3%A6rk#t/media/Fil: Hydroelectric_dam-letters.svg.

Ovenfor maéles tryk i enheden Pa, og kraften er den kraftkomposant, der virker vinkelret pa en
overflade med arealet a.

I de fleste fysikbeger' er trykket fra en veeskesgjle udledt til

p(h)=0-g-h (16)

Ovenfor betyder symbolerne hhv. vands densitet, tyngdeaccelerationen
og dybden af vandsgjlen. Dybden eller trykhejden er markeret med den
rode pil pa figur 4.

Betragt den forsimplede skitse 1 figur 5. Trykket ved turbineroret er givet
ved (16). Ud fra trykdefinitionen (15) kan vi ved hjelp af arbejdsseet-
ningen skrive det arbejde op, som udferes af vandet, nar det rammer
turbinen ved @, som ogsa repraesenterer tversnitsarealet af roret. Vi far

dEkin:ﬁ'd gzp-a-ds:p-dV:Q.h.g.dV

Ved at dele med et infinetisimalt tidsrum df og benytte sammenhangen ES:

mellem masse, densitet og volumen fér vi
Figur 5: Skitse af vand-

sojle og turbineror

1 Se f. eks. FysikABbogen 1, kapitel 4.
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dEkin dm
=P=h-g— 17
dt It 17

Ovenfor angiver P effekten. dm/dt er den masse@ndring pr. tid, som stremmer gennem turbinereret.
Hvis man kigger pa reservoiret, sa er der i det et tilsvarende massetab, dvs. vi kan bruge (11) til at
omskrive (17) til

p=——F (18)

Konklusionen er alts, at vandkraftvaerket netop omsatter potentiel energi til en anden energiform;
som Vi jo ogsa antog i begyndelsen.

I virkeligheden, er der friktion i rer, turbine og generator, sa den udnyttede effekt er lidt mindre end
den tilforte. Derfor skal nyttevirkningen, #, af verket ganges péd hejresiden af (18), nar man vil
finde den udnyttede effekt. Man far dermed

Pudnyt = d:M n (19)

I vandkraftvaerker kan nyttevirkningen ofte komme op over 90 %.
_O_

8. Opgaver

8.1. Vandfald

Salto del Angel-vandfaldet har en frit falds-hegjde pd 807 m, som er
verdensrekord.

a) Beregn @&ndringen i1 potentiel energi, nar 1 kg vand beveger sig
ned gennem vandfaldet.

b) Overvej om der er ydre kraftpdvirkninger pd vandet, ndr det
falder ned gennem vandfaldet.

8.2. Effekt fra et vandkraftvaerk

Et vandkraftveerk yder en dag en elektrisk effekt pa 250 MW. Dette er

ogsd den storste effekt anlegget kan yde. Nyttevirkningen af

Figur 6: Slto del Angel
kraftvaerket er 7 = 90 %. Vandet falder 125 m. g g
attveerket et o- vandet faidet med et frit fald pa 807 m.

Foto: Diego Delso.

a) Beregn hvor mange kg vand pr s, der stremmer gennem anleg-
get.

Vandkraftvaerket har skiftende produktionseffekter pga. varierende vandmengder, service pa
kraftveerket, og fordi det bliver slukket, nar der er overskudsenergi i det elektriske net. Over en
periode pé et ar, har vaerket produceret 964 GWh. Kapacitetsfaktoren er et relativt mél for, hvor
meget energi anlegget har produceret 1 forhold til den teoretiske maksimumveerdi.
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b) Beregn kapacitetsfaktoren for kraftveerket.

8.3. Sentinel-1-satellittens bane

Sentinel-1 satellitten har en masse pa 2300 kg og den befinder
sig 1 en hejde pd 693 km over jordoverfladen. Jordens masse
er 5,976-10* kg og Jordens radius er 6371 km.

a) Beregn satellittens omlebstid ved hjalp af Keplers 3. | s A
lov. Figur 7: Sentinel 1. Kilde: ESA.

b) Antag cirkelbevagelse og beregn den kinetiske energi
af satellitten.

¢) Beregn den potentielle energi af satellitten.

d) Beregn den mekaniske energi af satellitten.

e) Har du lert om virialteoremet kan du nu tjekke, om det er opfyldt.

8.4. 2 protoner i tyngdefeltet

En proton er anbragt ved jordoverfladen. En anden proton er anbragt 100 m over den forste. De er
begge 1 hvile, og de er anbragt i et lufttomt ror.

a) Beregn den elektriske potentielle energi mellem de to protoner.

b) Beregn den (tyngde)potentielle energi for den gverste af protonerne i forhold til positionen
pa den forste proton.

¢) Sammenlign de to potentielle energier i systemets starttilstand.

Den nederste proton er holdt fast i en bestemt position ved hjlp af et avanceret instrument.

d) Opstil et udtryk for kraefterne for den everste proton.

e) I hvilken hgjde er den elektriske kraft numerisk set lige sd stor som tyngdekraften pd den
gverste proton?

f) Beregn farten af den everste proton, ndr den har néet den hgjde, du fandt i foregdende
sporgsmal.

g) Hvor tet kommer de 2 protoner pa hinanden?

8.5. 1 proton og 1 antiproton i et gravitationsfelt

En proton er anbragt 100 m fra en antiproton. Begge er i hvile, og de er (uendeligt) langt fra andre
legemer, der har masse.

a) Beregn den elektriske potentielle energi mellem de to protoner.

b) Beregn den gravitationelle potentielle energi mellem de to protoner.

c¢) Sammenlign den elektriske- og den gravitationelle potentielle energi 1 systemets
starttilstand.

d) Beregn systemets mekaniske energi 1 starttilstanden.

Antag at radius af 1 (anti)proton er 10™"° m.

e) Beregn den potentielle energi 1 systemet, nar de to partikler netop rerer hinanden.
f) Beregn systemets samlede kinetiske energi, nar de to partikler netop rerer hinanden.
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8.6. Faldende vanddrabe i
tyngdefeltet

En vandrébe fylder 0,050 mL. Den falder fra en sky 2,0
km over jordoverfladen. Nér draben falder ned sker det
som turbulent beveagelse, dvs. luftmodstandskraften pa
drében er givet ved formlen

-

Ovenfor betyder € luftens densitet, 4 betyder drdbens |Figur 8: Faldende regndrdber. Kilde:
tvaersnitsareal, og ¢, = 0,45 er formfaktoren for drdben.  |h#tps://sky-lights.org/2019/06/03/two-
takes-on-rain/

a) Antag at vanddrében er kugleformet. Beregn dens
volumen, radius samt dens tversnitsareal.

b) Tegn et kraftdiagram over de 3 krafter, som virker pa draben.

¢) Bestem et udtryk for den resulterende kraft pa draben, og benyt Newtons 2. lov til at beregne
terminalhastigheden af vanddrében.

d) Beregn drabens kinetiske energi, nér den bevager sig med terminalhastigheden.

e) Hvis draben falder ned, forsvinder potentiel energi for driben, men drabens kinetiske energi
@ndres jo ikke. Hvor bliver energien af?

f) Antag at drdben nar terminalhastigheden ganske hurtigt. Hvor lang tid tager det for drében at
falde ned pé Jorden?

8.7. De 3 slugters daamning

£
I

Fi gr 9: Billede: Chril;h Filnkéssl.

PR

I Kina er der et stort vandkraftvaerk, hvor vandet er opstemmet til en hgjde af mere end 180 m. Den


https://sky-lights.org/2019/06/03/two-takes-on-rain/
https://sky-lights.org/2019/06/03/two-takes-on-rain/
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hydrauliske hejde er & = y+z = 80,6 m. Flowraten pr. turbine er maksimalt 950 m’/s, og den laveste
veerdi er 600 m*/s. Der er 32 produktionsturbiner og to sma til at drive selve kraftvarket.

a) Beregn den teoretiske effekt af en turbine, nar der er storst flowrate.
b) En turbine producerer under optimale forhold 700 MW. Beregn nyttevirkningen af turbinen.
¢) Beregn anleggets maksimale produktionskapacitet.

Man forventer at den arlige gennemsnitlige elproduktion bliver pa 100 TWh.

Kapacitetsfaktoren er et relativt mal for, hvor meget energi anlaegget har produceret i forhold til den
teoretiske maksimumveerdi.

d) Beregn kapacitetsfaktoren for kraftvaerket.

Las mere om kraftvaerket her: https://en.wikipedia.org/wiki/Three Gorges Dam

e) Hvilke fordele og ulemper kan du se ved vearket?
f) Benyt webstedet i fodnoten® til at downloade et aktuelt billede af opstemningen og mél
arealet af den.

I ovennevnte websted er vist et sat billeder, der viser oversvemmede omréder langs Yangtze-
floden. Det er betragtligt storre end den lokale opstemning, som du har malt. I Wikipedia-artiklen
stér der i gvrigt, at reservoiret fylder 39,3 km®. Kildehenvisningen siger dog kun 3,93 km’.

2 https://apps.sentinel-hub.com/eo-browser/?
zoom=14&1at=30.85246&Ing=110.95676&themeld=DEFAULT-THEME&toTime=2023-03-
21T08%3A01%3A11.1947



https://apps.sentinel-hub.com/eo-browser/?zoom=14&lat=30.85246&lng=110.95676&themeId=DEFAULT-THEME&toTime=2023-03-21T08%3A01%3A11.194Z
https://apps.sentinel-hub.com/eo-browser/?zoom=14&lat=30.85246&lng=110.95676&themeId=DEFAULT-THEME&toTime=2023-03-21T08%3A01%3A11.194Z
https://apps.sentinel-hub.com/eo-browser/?zoom=14&lat=30.85246&lng=110.95676&themeId=DEFAULT-THEME&toTime=2023-03-21T08%3A01%3A11.194Z
https://en.wikipedia.org/wiki/Three_Gorges_Dam

	1. Arbejde
	1.1. Eksempel – Kugle i tyngdefeltet
	1.2. Eksempel – Kraftpåvirkning på legeme

	2. Arbejdssætningen
	3. Kinetisk energi
	3.1. Eksempel – Bolds kinetiske energi

	4. Konservative kræfter
	5. Potentiel energi
	6. Mekanisk energi
	7. Forskellige typer potentiel energi
	7.1. Potentiel energi i gravitationsfeltet
	7.2. Potentiel energi i tyngdefeltet
	7.3. Potentiel energi mellem to punktladninger q og Q
	7.3.1. Øvelse: Potentiel energi i et fjedersystem
	7.4. Et vandkraftværk

	8. Opgaver
	8.1. Vandfald
	8.2. Effekt fra et vandkraftværk
	8.3. Sentinel-1-satellittens bane
	8.4. 2 protoner i tyngdefeltet
	8.5. 1 proton og 1 antiproton i et gravitationsfelt
	8.6. Faldende vanddråbe i tyngdefeltet
	8.7. De 3 slugters dæmning


