Monte Carlo-simuleringer og
statistiske haendelser i fysik og
matematik
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Figur 1: Monte Carlo-simuleret henfald af Ba™-137. Bemerk at spredningen omkring fittet bliver

starre og storre, des mindre telletal.
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1 Indhold

1.1 Historie (von Neumann/Ulam)

Monte Carlo-simuleringer blev udviklet under og iser efter 2. verdenskrig, og i dag vil de fleste nok
mene, at det var Stanislaw Ulam, der star fadder til metoden. Han og John von Neumann begyndte
at arbejdet serigst med simuleringer i 1946 i arbejdet med at forbedre kernevaben. [1]

1.2 Beskrivelse af metoden

Metoden gar ud pa at benytte tilfeeldige tal som uafhengige variable i en matematisk model af en
problemstilling, og dermed undersgge modellens forudsigelser.

I videoen 1 [2] er vist, hvordan man ved hjelp af tilfeldigheder kan bestemme et mal for tallet . Se
den video, for du leser videre.

2 Eksempler fra matematikken

2.1 Undersggelse af terninger

En terningespiller vil gerne vide hvad sandsynligheden er for at fa en bestemt veerdi ved kast af to
terninger. Spilleren kan kaste de to terninger utallige gange og male hvor mange gange de bestemte
udfald fremkommer. Et problem kan dog veere at de anvendte terninger er siakaldt uerlige, dvs. de
ikke har samme sandsynlighed for alle udfald. Et andet problem er, at sandsynligheder kun er gode,
hvis et forsgg udfgres mange gange. [3] Her kan det veere nyttigt at lave et lille computerprogram,
der simulerer terningekast.

2.1.1.1 Gvelse

Et eksempel pa et BASIC-program er vist i neeste afsnit. Prgv at skrive programmet ind i nSpire og
ker det. Tjek tallene i tabellen pa neeste side.

2.1.2 Eksempel pa kode

Define mcterning(n,verdi,seed)=

Prgm

:opteel:=0

:RandSeed seed

:Fori,1,n

: udfald:=randInt(1,6)+randInt(1,6)

. If udfald=veerdi Then

. optel:=optel+1

. EndIf

:EndFor

:Disp "Antal slag med verdien ",veerdi," er ",optel," ud af ",n," kast."
:Disp "Procentsatsen af slag med ovenstaende verdi er ",format(((opteel)/(n))*100,"F2")," %."
:EndPrgm
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2.1.3 Resultater fra programmet i afsnit 2.1.2

Verdi |.n- 100 10° 10° 10’ Teoretisk vaerdi
6 9,00 % 12,80 % 13,85 % 13,88 % 13,9 %
7 16,00 % 15,20 % 16,72 % 16,66 % 16,67 %
8 21,00 % 15,90 % 13,87 % 13,89 % 13,89 %
9 10,00 % 11,00 % 11,16 % 11,11 % 11,11 %

2.1.3.1 Ovelse

Prgv at udvide programmet fra afsnit 2.1.2 til at simulere kast n terninger pr. kast. (I eksemplet
ovenfor var n = 2; nu skal det vere et selvvalgt antal.)

2.2 Bestemmelse af tallet n

Tallet 7 er et reelt tal, som i en lommeregner er tilnermet til tallet 7 =~
3,1415926535897932384626433832795...

Teorien bag programmet er gennemgaet i [2]. Kort opridset her kan vi sige, at hvis vi fordeler N
punkter i en kasse med sidelengde 1, sd vil hvert punkt dekke et areal a = 1°/N = 1/N. Hvis vi
indtegner en kvartcirkel med radius 1 i kassen, sa vil denne kvartcirkel have arealet A = n-1%/4 =
/4.

Dvs. at hvis vi spreder N punkter tilfeeldigt rundt i kassen, s vil antallet af punkter, der ligger inden
for radius svare til cirklens areal. Dermed kan m bestemmes. Herunder er vist et program, der
bestemmer cifrene i tallet.

2.2.1.1 Ovelse

Indtast nedenstaende program, og diskuter med din sidemand, hvad programmet ggr. Undersgg ogsa
tallene i tabellen i afsnit 2.2.3.

2.2.2 Eksempel pa kode til bestemmelse af tallet n

Define mcpi(n,seed)=
Prgm

:DelVar estpi,a

:a:=0

:RandSeed seed
:Fori,1,n

: x:=rand()

: y:=rand()

1 Li=xA(2)+yA(2)

:If 1<1 Then

ra=atl

:EndIf

:EndFor

: estpi:=4*((a)/(n))
:Disp "m = ",estpi," ved ",n," iterationer."
:EndPrgm
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2.2.3 Resultater fra programmet i 2.1.2

n 10 100 10° 10° 10 10°
Verdi for 3,2 3,28 3,136 3,14218 3,14172 3,14149
JAY, 0 1,9 % 4,4 % 1,8 % 0,019 % 0,004 % 0,0033 %

2.3 Lgsning af integraler

Man kan ogsa bruge Monte Carlo-metoden til at lgse indviklede integraler. Se videoen i kilden fer
du leser videre. [4]

3 Generel teori for lasning af integraler

Vi vil lgse integralet, F, af f(x) i intervallet [a, b]. Dvs. vi vil lgse

F:ff(x)dx (1)

3.1 Statistiske forudsaetninger

Antag en fordelingsfunktion
t(x):ﬁ, for x€[a,b] og t(x)=0 udenfor intervallet. )

Dermed kan middelverdi, varians og spredningsfunktionerne fra statistikken bruges. Dvs. vi kan
skrive

<x>=fx-t(x)dx 3)

a

Det aritmetiske gennemsnit for et diskret dataseet kan skrives som

N

<x>= X; (4)
1

1
N £
Hvis et mdleset er ”stort nok” vil resultatet i (4) ga imod resultatet i (3).

Formel (3) gelder ogsa for en funktion, dvs. vi kan skrive

<f(x)>=] f(x)t(x)dx ®)

o’= [ f(xP=<f(x)>"dx (6)
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For et diskret seet af malinger kan vi skrive
1 N
2
ON= FZ( <f>)_<f> <f> (7)
Spredningen pd middelverdien, o(<f>), er sa

0(<f>)=% ®)

3.2 Beregning af integralet

Vi indsetter nu fordelingsfunktionen (2) i formlen for middelveerdien (5) og vi far dermed

<f>=

1 b

— [ f(x)dx ©)
Hvis vi beregner et (stort) antal diskrete funktionsverdier for f(x), kan vi beregne det aritmetiske
gennemsnit ud fra formlen

<=y flx (10)

1,
N

Vi seetter udtrykkene i (9) og (10) lig med hinanden og isolerer integralet, og det giver

b N
b_

F= [ f(x)dx~20 2 f(x) (

a i=1

Vi er ogsa interesseret i spredningen pa F, og den er

(b—a)-o

ol(F)=(b—a)o(<f>)=—=— 12
(FJ=(b=a)o(<f>)=—4% (12)

Vi kan sammenfatte opskriften pa Monte Carlo-integration som falger:

a) Opskriv funktionen f(x).

b) Beregn et stort antal funktionsvardier f(x;) i intervallet [a, b].

¢) Beregn et tilneermet mal for integralet ved at bruge (11).

d) Undervejs beregnes f(x;)* sa spredningen kan beregnes ved hjalp af (7), (8) og (12).

Herunder er et kort eksempel pa at beregne integralet ved hjelp af nSpires sum-funktion, men
prisen er sa, at man ikke far spredningen med.

3.2.1 Eksempel pa f(x)=sin(x) uden bestemmelse af spredning

Define mcintegral(a,b,n,seed)=

Prgm

:RandSeed seed

: f:=((b-a)/(n))*}. (sin(a+(b-a)*rand()),i,1,n)

: Disp "Integralet af sin(x) fra ",a," til ",b," er ",f
:EndPrgm
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Ovenfor er udnyttet at nSpire har indbyggede sum-funktioner, sa koden kan skrives hurtigt ned.

Herunder er et eksempel pa beregning af integral og spredning, og programmet kan ogsa nemt
oversettes til andre programmeringssprog.

3.2.2 Eksempel pa f(x)=sin(x) med bestemmelse af spredning

Define mcintegral(a,b,n,seed)=
Prgm

:RandSeed seed

1y:=0

1y2:=0

:5:=0

:s2:=0

: Fori,1,n

: x:=a+(b-a)*rand()

: f:=sin(x)

o yi=y+f

1 y2:=y2+£A(2)

: EndFor
:middelveerdi:=((y)/(n))
:middelf2:=((y2)/(n))
:integralet:=(b-a)*middelverdi
:s2:=middelf2-middelverdi’(2)
is:=(b-a)*(((s2)/(m))A(0.5)
:Disp "Integralet af sin(x) fra ",a," til ",b," er ",integralet
:Disp "Spredningen er ",s
:EndPrgm

3.2.2.1 Ovelse

Indtast programmet ovenfor og diskuter med din sidemand, hvad programmet ggr. Undersgg
derneest resultattabellen, som er vist i afsnit 3.2.3.

3.2.3 Resultater (a=00g b =n)

N 100 1000 10* 10° 107
Resultat 1,949 2,0105 1,99685 1,99622 2,000
o(<f>) 0,0974 0,03 9,67-10° 3,06-10° 3,06-10
Relativ 7,655 % 0,185 % 0,8645 % 0,0325 % 0,0275 %
afvigelse
(fra sand
vardi)
3.2.3.1 Qvelse

Udvid programmet i eksempel 3.2.2 med en funktions-rutine, sadan at man hurtigt kan endre
programmet til at lgse integralet for en anden funktion. Hvis du ikke fgr har prgvet at lave
funktioner i nSpire, sa er der et eksempel pa en simpel funktion herunder.

Define min_funktion(n)=
Func

:Return n*n

:EndFunc
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3.2.4 Monte Carlo integrations effektivitet

Andre integrationsmetoders fejl aftager hurtigere mht. Antal beregninger, N, nir man lgser
integraler af 1 variabel. Men arbejder man med funktioner af flere variable, aftager fejlen vaesentligt
langsommere for andre metoder, mens det forbliver som N for Monte Carlo-metoden. Det viser
sig, at hvis antallet af dimensioner overstiger 4 er MC-integration hurtigere end trapez-metoden, og
hvis antallet af dimensioner overstiger 8, sa er MC-integration hurtigere end Simpsons metode.

3.3 Integraler i 3 dimensioner

Hvis ens funktion F afhanger af flere, f.eks. 3 variable, kan den skrives som

f(x,y,z)dxdydz (13)

i

N:‘;;a-

Dermed bliver den aritmetiske middelveerdi

1 N
<f>_ﬁz X, YirZ , (14)

En approksimeret veerdi for F bliver sa

F~(b,—a,)-(b,~a,)(b,~a,)-<f> (15)
or=<f’>—<f>’ (16)
0(<f>)=% 17)
Og endelig er
o(F)=o(<f>)]1(b-a) (18)

i=x
Man kan leese mere i J. Puls [5]. Ovenstdende kan generaliseres til et vilkdrligt antal dimensioner.

4 Eksempler fra fysikken

4.1 Eksempel - Plancks stralingslov

Hvis man vil integrere plancklovens integral

o0 3

J' X
X

0

e —1

kan man benytte nedenstaende eksempel.

Define mcintegral(a,b,n,seed)=
Prgm

:RandSeed seed

1y:=0

1y2:=0
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:5:=0

:52:=0

: Fori,1,n

: x:=a+(b-a)*rand()

. f:=funk(x)

1 yi=y+f

1 y2:=y2+£A(2)

: EndFor
‘middelveerdi:=((y)/(n))
:middelf2:=((y2)/(n))
:integralet:=(b-a)*middelverdi

:s2:=middelf2-middelveerdi’(2)
:s:=(b-a)*(((s2)/(m))"(0.5)

:Disp "Integralet af funk(x) fra ",a," til ",b," er ",integralet
:Disp "Spredningen er ",s

:EndPrgm

Define funk(x)=

Func

:If x=0 Then

: Return 0

:Else

: Return ((xA(3))/(e/(x)-1))
:EndIf

:EndFunc

Med N = 107 far man integralet til at veere 6,496 + 0,039. Facit skal vare n*/15 = 6,4939. Men det
tager ret lang tid at regne integralet ud, sd eksemplet viser ikke det kraftfulde i Monte Carlo-
simuleringer.

4.2 Radioaktivitet

En radioaktiv kilde har aktivite- 1680
ten A. Hvis kilden har en lang” 50
halveringstid i forhold til det 20
tidsrum, man egnsker at male 320
over, kan vi kalde aktiviteten for 300
Ao. Aktivitetsloven er kendt som 280
260
A(t)=Ayexp(—k-t) (19) | _ 20
£ 220
<
Ovenfor er k sandsynligheden | j:g
for henfald pr. kerne pr s. 50
140
Nar man maler aktiviteten fra en 10
radioaktiv kilde, viser henfald- 100
ets statistiske natur sig hurtigt 80
ret tydeligt. F. eks. vil man ikke 60
male en konstant aktivitet fra en 40
kilde, selvom halveringstiden er 20
vesentligt lengere end madle- 0
. . 07 115 123 131 139 147 155 163 171 179 187 195 203
perioden. Det fenomen er vist
pa figur 2. A Geigertsslinger (teslinge fprove)
Henfaldet af Cs-137. Der er mditi intervallera 10 s. N
I eksperimentet skal man maéle |Figur 2: Mdling pd Cs-137 med Pasco mdleudstyr. Der er malt i
telletallene, AN, i et vist 5 s-intervaller. I alt er der foretaget 11474 mdlinger.

tidsrum, At, for at man kan fa
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store nok telletal. Hvis man kalder den detekterede brgkdel af den straling, som rammer detektoren
til at veere n, og hvis man antager kuglesymmetri, dvs. detektoren er anbragt i afstanden, d, fra
kilden, ville man kunne beregne aktiviteten ved formlen

N4-d2-AN

Alt
( ) n-rz-At

(20)

Ovenfor angiver r radius af GM-raret.
4.2.1.1 Gvelse
a) Vis formel (20).

I eksperimentet, der gav dataene til figur 2, var d = 0,10 m, r = 0,02 m, og At = 10 s. Antag at n =
1,5 %.

b) Beregn aktiviteten A(t).
Kilden er fra 2013 og malingerne er foretaget i 2023. Halveringstiden for Cs-137 er 30 yr.

c) Beregn A,.
_O_

Man ser at figur 2 ligner en normalfordeling veldig meget, og nedenfor er vist et fit til en
normalfordeling. RMSE-fejlen er pa 0,00078. Dvs. henfaldet beskrives med stor pracision som en
normalfordeling.

Sandsynlighedsfordeling for henfald af Cs-137

3,00% % .
o

2 1,50% o e ® Malinger
S L)
3 1,00% f Q Normalfordelingsfit

107 127 147 167 187 207
A

Figur 3: De bld punkter er mdlepunkter, og den orange linie er en tilpasset normalfordeling til
madlingerne. Middelveerdien er A = 152 og spredningen er ¢ = 12,4. Spredningen pd middelverdien
er0,12.

Formlerne (4), (7) og (8) er anvendt til at finde malingernes middelveerdi, spredning og spredning
pa middelveerdien. Nar man bruger dem som startveerdier i normalfordelingsfittet, kan en Data-
What If-analyse-mdlsegning i Excel bruges til at minimere RMSE-fejlen.

Sandsynligheden for at maéle et talletal, A, kan beregnes ved hjalp af normalfordelingen, som i
vores tilfeelde ser ud som folger
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1 (21)

4.2.1.2 @velse

a) Beregn p(110), p(152) og p(164) ved at bruge formel (21). Antag den middelverdi og
spredning, som er anfert i figurteksten til figur 3.

b) Sammenlign dine resultater med figur 3.

c) I datasettet var der 11474 malinger. Gang dette tal pa f. eks. p(152) og find det tilhgrende
punkt pa figur 3.

4.2.2 Poission- kontra Normalfordeling

Man lerer ofte, at poissionfordelinger beskriver radioaktivitet, og her har vi brugt en
normalfordeling. Det viser sig dog, at hvis middelverdien er over ca. 20 (med enhed), sd beskrives
henfaldet ogsa ved hjalp af en normalfordeling med o = <A>". I analysen, som er vist i figur 3, ser
vi at 12,4? = 154 = <A> = 152.

4.2.3 Opgave

En isotop har en halveringstid pa T.. Der skal beregnes en aktivitetskurve A(t) for isotopen. Der
skal foretages n ’malinger’ over tidsrummene At ~ T, Tildesymbolet til venstre betyder, at
halveringstiden i stgrrelse er sammenlignelig, men dog stgrre end maletidsrummene. Antag, at
aktiviteterne er normalfordelte.

Skriv et nSpire-program, der simulerer en aktivitetskurve. Inputparametre skal vare n, At, Ty, Ay 0g
0.

Du behgver ikke velge en afstand til kilde samt radius af GM-rgr, men du skal integrere en
simuleret aktivitet A(t) ved Monte Carlo-integration.
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